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最常应用的工具，主要应用的是阿基米德 copula 和椭圆 copula。本文前半部分
讨论了 copula 模型在二元流量三角形中的应用，比较几种不同的 copula 的拟合
优度并且估计出事故年准备金。由于大多数保险公司准备金估计的基准是链梯法，
因此我们在文章中对几种链梯法做简要介绍，并用这几种方法分别对准备金进行






























    Loss reserving is a critical problem encountered in property and casualty as well 
as health insurance. Most of traditional methods only deal with single line of business. 
However, almost every major insurer has more than one line of business, and they are 
always relate to one another. It is well-known that if risks are associated, then the 
distribution of their sum depends on the association. If an insurer use the loss reserve 
from the sum of two lines of business, it must gain an inaccurate value. Modeling the 
dependence among multiple loss triangles is critical to loss reserving, risk 
management and capital allocation for insurers.Copulas have become a popular 
multivariate modeling tool in many fields where multivariate dependence is of interest 
and the usual multivariate normality is in question.In actuarial science,copulas are 
used in modeling dependence mortality and losses. In finance, copulas are used in 
asset allocation, credit scoring, default risk modeling, derivative pricing and risk 
management. In this article, we adopt mainly archimedean copula and elliptical 
copula. In the first part of this article, we propose a two-dimension copula regression 
model for the prediction of unpaid loss for different lines of business, and compare 
the goodness of fit between several kinds of copulas. Then, we compare the 
performance of the copula model with one of the industry’s benchmark,the 
chain-ladder method. The two-dimension run-off triangle data are from four major 
insurance company in the United States.In the actuarial applications, we consider 
worker compensation. When applied to the above data,our method provides point 
















are assumed short-tailed, and will be closed in ten years,while there are many claims 
may can stretch out over the course of a 20-year time horizon, or even longer. The 
short tailed model may lead to inaccurate prediction,as a consequence, we introduce a 
long-tailed model and compare the performance of it with that of short-tailed.The 
second part describes the high-dimension copula model with data from the worker 
compensation of four major insurance company in the United States.Obviously, the 
data in this part is long-tailed, we need to adopt the long-tailed model to fit it’s 
marginal distribution and similarly employ the high-dimension copula to associate the 
claims from multiple run-off triangles. The “lower triangle” are available so that we 
can examine accuracy directly. One important application of the dependence 
modeling is the diversification effect in the risk capital analysis. We demonstrate this 
effect with data and graphics.  
 

































































































法对边际分布参数进行估计，而后利用 vine copula 对不同流量三角形间的相关
系数进行估计，其中边际分布也均采用对数正态模型。 
















    现在有一份投资组合保险，它由 N个险种组成，即 N个流量三角形。在本文
中，我们对流量三角形的每一个元素用增量赔付额。 
假设 i(=0.........I)代表事故发生的年份，j(=0........J)代表自事故发生到
赔款经历的时间（这里以年为单位）。 ( )nijX  代表第 n个险种发生在事故年 i的所
有索赔中，延迟 j年后才支付的赔款总额（支付赔款的日历年为 i j+ ）。并称 ,i kX
为增量赔付额， j为进展年。I代表最近的事故年，J代表最近的进展年。这样，
每个上三角形的增量赔付额为 )}(:{ JIjiXX iju ≤+= ，下三角形的增量赔付额为
)}(:{ JIjiXX ijL >+= 。我们的目标是通过 uX 估计出 LX ，从而得到在时刻 I 的






),...,1{ IJIi −+∈ 和 日 历 年 k 的 准 备 金

=+ kji
ijX },...,1{ JIIk ++∈ ，其中
(1) ( )( ,...., )Nij ij ijX X X= 。 
2.1 Copula 模型 
1959年，copula 这个词首次被提出，然而在19世纪中期，copula 模型才开
始被应用。Copula 的应用一开始局限在金融和保险的领域，现在 copula 的概念
已出现在很多涉及相关关系的统计和数学的文献中。目前，在大部分期刊和文献






d维的随机变量 U，copula C 定义为： 
















机变量，因此 copula 可以将多元相关结构与边际分布分离。令 F 为 p 维分布函
数，它的边际分布是 1,...., dF F 。Sklar（1959）证明存在一个 p 维 copula C，对
于 F域内的所有 x满足： 




仅仅依赖于 copula 而不是边际分布，因为 copula 不依赖于边际分布的形式并且
相关性由 copula 唯一指定。 
幸运的是，我们有很多相关性的度量方法。其中，两个最著名的是
Spearman’s rho 和 Kandall’s tau，它们都是非参数统计量。 
2.1.1  Spearman’s rho 
    考虑一个简单的例子，一个保险组合包含2个不同的险种，根据 Sklar 定理，
标准化的增量赔付额 ),( )2()1( ijij XX 的联合分布可以由copula函数唯一的表示出来：            
 
这里 )(.;φC 代表 copula 函数，参数向量为φ ，边际分布为 )1(ijF 和 )2(ijF 。这里φ 量
化了 U 和 V 之间的相关关系，其中 )2()1( , ijij FVFU == 。因为 U 和 V 都服从均匀分















3][12 )2()1( −= ijij FFE  
用 copula 表示的话，Spearman’s rho 可表示为： 
3][12),( )2()1( −= UVEXX ijijsρ  

















3),(12 vuuvdC  
  −=
2]1,0[
3),(12 dudvvuC  
Spearman’s rho 是随机变量积分变换之间的线性相关系数。这一解释证明了 sρ
作为 Spearman 的秩相关系数是合理的。然而，Kandall’s tau 在使用 copula
建模中更为受欢迎。 
2.1.2  Kendall’s tau 
考虑两个独立同分布的连续二维随机变量 ),( )2()1( ijij XX 和 ),(
)*2()*1(
ijij XX ，它们的
边际分布对于 )*1()1( , ijij XX 为
)1(
ijF ，对于
)*2()2( , ijij XX 为
)2(




Kendall’s tau 可以重写为： 
)])(([),( )*2()2()*1()1()2()1( ijijijijijij XXXXsignEXX −−=τρ  
由 copula 函数表示，可写为： 
  −=
2]1,0[
)2()1( 1),(),(4),( vudCvuCXX ijijτρ  
1)],([4 −= VUCE  
如果 copula 是连续的，那么之前的式子可重写为： 
  −=
2]1,0[
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